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概要

施設配置問題とは, 一般に, 指定したコストが最小となるような施設の配置を求める
問題である. 多くの自然な問題があり, 様々な先行研究がある. また, データのクラス
タリングや情報の匿名化などにも関連する. 代表的な施設配置問題に k-median問題と
k-center問題がある. 利用者の集合と施設配置候補地の集合とそれらの間の距離が与え
られたとき, k-median問題は, 各利用者と最寄りの施設の間の距離の総和が最小となる
ように k個の施設を配置する問題であり, k-center問題は, 各利用者と最寄りの施設の間
の距離の最大値が最小となるように k個の施設を配置する問題である. しかし, k-median

問題や k-center問題の解においては, 利用者が極端に多い施設や極端に少ない施設があ
るかもしれない.

これに対して, 本研究では, 各施設を必ず指定した人数 (rとする)以上が利用するよう
な施設の配置と, 利用者の施設への割り当てについて考える. このような制約を持つ施
設配置問題を r-gathering問題と呼ぶ. 本研究は, この問題および関連する問題を効率的
に解くアルゴリズムを設計する.

また, 一般に, 施設配置問題では, 指定したコストが最小となるような施設の配置を求
める. これに対し, 指定したコストが最大になるような施設配置問題を, 特に, dispersion

問題という. なるべく離れ離れに分散して何かを配置することが望ましいときに, その
ような配置を求める問題である. 大量のデータから多様性のあるような少数のデータを
選ぶ問題などにも関連する.

施設配置問題に関連する問題の多くはNP困難と呼ばれる計算量のクラスに属し, 問
題を解く多項式時間のアルゴリズムの設計は非常に困難であると予想される. そこで,

入力に制約を加えた問題に対する多項式時間アルゴリズムや, 最適解ではないが最適解
に近い近似解を求める多項式時間アルゴリズムを設計することを目標とする.

本研究の主な成果について説明する. まず, r-gathering問題を次のように定義する. n

人の利用者の集合とm人の施設配置候補地の集合とそれらの間の距離が与えられたと
き, どの開設施設も利用者が r人以上であるようにいくつかの施設を開設し, 各利用者を
いずれかの開設施設に割り当てたい. 利用者と割り当てた施設の間の距離の最大値をコ
ストと呼び, このとき, このコストを最小化したい. この問題はNP完全であることが知
られている. この問題について, 以下の成果が得られた. まず, 利用者や施設配置候補地
がすべて直線上の点とみなせるとき, r-gathering問題を解くO((m + n) log(m + n))時
間のアルゴリズムを設計した. さらに, 利用者の集合から指定した人数の利用者を (外れ
値として)除外できるとき, 最適解を求めるアルゴリズムを設計した. また, 距離が三角
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不等式を満たすとき, 最適なコストの高々3倍のコストの解を求めるO(mn)時間の近似
アルゴリズムを設計した.

次に, dispersion問題を次のように定義する. n個の施設配置候補地から k個の施設を
開設したい. このとき, 開設した施設の間の距離の最小値をコストと呼び, このコストを
最大化したい. この問題につい, 以下の成果が得られた. 施設配置候補地が円周上の点集
合とみなせるとき, k = 3のときの dispersion問題を解くO(n)時間のアルゴリズムを設
計した.
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第1章 序論

1.1 背景
施設配置問題が古くから研究されている [9, 10]. 一般的な施設配置問題は, (1) 利用者
の集合C, (2) 施設の集合F , (3) 施設の開設コスト op : F → R, (4) 利用者と施設の接続
コスト co : C × F → R, が与えられたとき, 指定されたコストが最小となるような開設
施設の集合F ′ ⊂ F と割当A : C → F ′を求める問題である. 施設配置問題に関連する問
題としてクラスタリング問題や dispersion問題がある.

一般的なクラスタリング問題は, (1) 集合 C, (2) C 中 2つの要素間の距離コスト d :

C ×C → R, 整数 k, が与えられたとき, 指定されたコストが最小となるような集合Cの
k個の部分集合への分割 Cを求める問題である. これは, F = C, op = 0とした施設配置
問題の特殊な場合の問題とみなすことができる.

一般的な dispersion問題は, (1) 施設の集合 F , (2) F 中の 2つの要素間の距離コスト
d : P × P → R, 整数 k, が与えられたとき, 指定されたコストが最大となるような k個
の開設施設の集合 F ′ ⊂ F を求める問題である.

本論文では, 最近提唱された施設配置問題である r-gathering問題 [7], およびこれに関
連する k-anonymity問題 [1], ℓ-diversity問題 [17], dispersion問題 [15, 16, 20, 23]を扱う.

従来の施設配置問題の解において, 利用者が極端に少ない開設施設があるかもしれな
い. どの開設施設も指定した人数以上の利用者がいることが望ましいことが多い. そ
こで, このような開設施設の選び方と利用者の施設への割当を求めたい. 各開設施設に
利用者が r人以上割り当てられるような, 利用者 C の開設施設 F ′ ⊂ F への割当 Aを
r-gatheringという. 従来の施設配置問題の割当は r = 1のときの r-gatheringに相当す
る. 本文では, r-gatheringのコストをmax{maxc∈C{co(c, A(c))},maxf∈F ′{op(f)}}と定
義する. このコストが最小となる r-gatheringを求める問題を r-gathering問題という. 一
方, 関連する問題として, コストをmin-sumで定義した r-gathering問題もある. これに
ついては [7]を参照されたい.

この問題は, 例えば次のような避難計画問題のモデルになっている. n人の住民の集合
をCとし, m個の避難場所の候補地の集合を F とする. 住民 c ∈ Cが避難場所 f ∈ F へ
避難するのにかかる避難時間を co(c, f)とし, 避難場所 f ∈ F の開設にかかる準備時間
を op(f)とする. このとき, 各開設避難場所に r人以上の住民が避難するような, 住民の
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避難場所への割当が r-gatheringに相当する. また, 避難が完了するのにかかる時間を最
小にする避難場所の選び方と住民の避難場所への割当を求める問題が r-gathering問題
である.

Armonは r-gathering問題を解くO(mn+ rn+ n log n)時間の 3倍近似アルゴリズム
を与え, また, P ̸= NP ならば, 任意の r ≥ 3について, 近似比 3を改善することは NP

困難であることを証明した [7]. 本論文では C と F が直線上の点集合とみなせるとき,

r-gathering問題を解くO((m+n) log(m+n))時間アルゴリズムを与える. また, Armon

の 3近似アルゴリズムの計算時間をO(mn)時間に改善したアルゴリズムを与える.

個人の秘密を保護しつつ, データを公開することがデータの活用において望ましい. 氏
名やマイナンバーなどの個人を特定する情報を “識別子”といい, 生年月日, 性別, 郵便
番号などの他のデータと組み合わせることで高い確率で個人を特定できる情報を “準識
別子”という. また, 病気のような秘密にしたい情報を “秘密情報”という. 識別子を削
除すればデータを公開しても個人の秘密は保護できるわけではないことが報告されてい
る [21]. データから識別子を削除しても, 選挙人名簿などの他の公開情報と組み合わせる
ことで, 高い確率でデータに対応する個人が特定できる [21]. そこで, データに対応する
個人が特定できないように, 公開するデータを匿名化する手法やモデルが必要となる.

匿名化の手法のひとつに, 準識別子の値に幅をもたせたり, 準識別子を上位の概念に置
き換えたりすることで曖昧性を持たせる手法がある. これをデータの “一般化”という.

この一般化によりデータに対応する個人が特定されにくくなるが, データが曖昧になっ
てしまう. 一般に, 匿名性を保証しつつ, 曖昧性ができるだけ少なくなることが望ましい.

準識別子の各データについて, 同じ値のデータを持つレコードが k個以上あるとき, そ
のレコードの集合は k-anonymity性を持つという [1]. 例えば, ある人が 25歳で体重が
65kgであることを知っているとき, 表 1.1のレコードの集合では, その人はレコード A

に対応することがわかってしまう. 一方, 表 1.2のレコードの集合中では, データの一般
化により, その人は 3個のレコードA,D,Fのうち, どのレコードがその人に対応するか
はわからない. k-anonymity性を持つレコードの集合は, どのレコードも, 同じ準識別子
を持つデータのレコードが他に k− 1個以上あり, 他の公開情報と組み合わせても, どの
レコードが指定した人のものなのかを特定することは困難である. このとき, 準識別子
の一般化による情報損失をコストと定義し, コストが最小であるように, k-anonymity性
を持つようにデータを一般化する問題を k-anonymity問題という. この問題はNP困難
であることが知られている [14]. Aggarwalらは, レコードの集合を点集合とみなせると
き, k-anonymity問題を解く 2近似アルゴリズムを与えた [1].

一般に, 施設配置問題では, 倉庫や図書館など, 利用者の近くにある事が望ましい施設
の最適な配置について考えている. これに対して, チェーンストアやごみ処理施設など
なるべく分散して配置することが望ましい施設の配置を求める問題が dispersion問題で
ある.
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氏名 年齢 体重 病歴

A 25 65 心疾患
B 37 81 心疾患
C 49 78 脳血管
D 33 69 脳血管
E 67 74 肺炎
F 40 57 肺炎
G 29 77 心疾患
H 52 63 脳血管

表 1.1: オリジナルデータ

氏名 年齢 体重 病歴

A 25∼40 57∼69 心疾患
D 25∼40 57∼69 脳血管
F 25∼40 57∼69 肺炎

B 29∼37 77∼81 心疾患
G 29∼37 77∼81 心疾患

C 49∼67 63∼78 脳血管
E 49∼67 63∼78 肺炎
H 49∼67 63∼78 脳血管

表 1.2: 2-anonymity 性を持つレ
コードの集合

n個の施設候補地の集合 P から k個の開設施設の集合 Sを, 指定したコストが最大と
なるように選ぶ問題を dispersion問題という [20, 23]. たとえば, 代表的な Sのコストは
minu,v∈S{d(u, v)}である. また, この他にも, 次に定義するような partial c sumコスト
がある [15, 16].

各開設施設 p ∈ Sのコストは, pに最も近い S中の c個の開設施設への距離の和とし,

これらの最小値をSの partial c sumコストとする. この partial c sumコストが最大とな
るような S ⊂ P を求める問題を partial c sum dispersion問題という. 従来の dispersion

問題は c = 1のときの partial c sum dispersion問題に相当する.

Dispersion問題はNP困難であることが知られている [20, 23]. また, P が直線上の点
集合とみなせるとき, dipsersion問題を解く動的計画法によるO(n log n + kn)時間アル
ゴリズム [20]が知られている. また, パス分割問題へ帰着してこれを行列探索法 [13]で
解くことにより, O(n)時間で解くこともできる.

本論文では, P が直線上の点集合とみなせるとき, partial 2 sum dispersion問題を解
くO(n log n)時間アルゴリズムを与える.

1.2 論文構成
本文の構成は次の通りである.

2章では, 本論文で扱う問題について定義する. 3章では, r-gathering問題とそれに関
連する問題を解くアルゴリズムを与える. 4章では, r-gathering問題とそれに関連する
問題を高速に解く近似アルゴリズムを与える. 5章では, dispersion問題を解くアルゴリ
ズムを与える. 6章では, dispersion問題に関連する問題を解くアルゴリズムを与える.

最後に, 7章は結論である.
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第2章 定義

2.1 r-gathering問題

2.1.1 r-gathering問題

集合 T の各要素に集合 Sの要素を r個以上割り当てた割当A : S → T を Sの T への
r-gatheringという.

利用者の集合C, 施設の集合F , 利用者から施設への接続コスト op : C ×F → R, 施設
の開設コスト op : F → R, 整数 r, が与えられたとする. CのF ′ ⊂ F への r-gathering A

の接続コストの最大値maxc∈C{co(c, A(c))}と開設コストの最大値maxf∈F ′{op(f)}の最
大値をAのコストとする. このとき,コストが最小となるような,開設施設の集合F ′ ⊂ F

と利用者の開設施設への r-gathering A : C → F ′を求める問題を r-gathering問題という.

2.1.2 r-gathering with h-outlier問題

利用者の集合 C, 施設の集合 F , 利用者から施設への接続コスト op : C × F → R, 施
設の開設コスト op : F → R, 整数 r, h, が与えられたとする.

このとき, Aのコストが最小となるような, 高々h人の利用者の集合C ′と開設施設の集
合F ′ ⊂ F ,と利用者の部分集合C\C ′の開設施設F ′ ⊂ Fへのr-gathering A : C\C ′ → F ′

を求める問題を r-gathering with h-outlier問題という.

2.1.3 reserved r-gathering問題

利用者の集合C, 施設の集合 F , 施設の部分集合 F o ⊂ F , 利用者から施設への接続コ
スト op : C × F → R, 施設の開設コスト op : F → R, 整数 r, が与えられたとする.

このとき, Aのコストが最小となるような, 開設施設の集合 F o ⊂ F ′ ⊂ F と利用者の
部分集合 C \ C ′の開設施設 F ′ ⊂ F への r-gathering A : C \ C ′ → F ′を求める問題を
reserved r-gathering問題という.
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2.2 Dispersion問題

2.2.1 dispersion問題

施設候補地の集合 P , 施設間の距離コスト d : P × P → R, 整数 k, が与えられたと
する. ここで, |S| = kである P の部分集合 S ⊂ P を考える. 各点 u ∈ Sから最も近い
S \ {u}中の点への距離minv∈S\{u}{d(u, v)}を点 u ∈ Sのコスト cost(u)とし, これらの
うち最小のコストminu∈S{cost(u)}を Sのコストとする. このとき, コストが最大とな
るような, |S| = kであるP の部分集合 S ⊂ P を求める問題を dispersion問題 [15, 16]と
いう.

2.2.2 partial c sum dispersion問題 (PcS-dispersion問題)

施設候補地の集合P , 施設間の距離 d : P ×P → R, 整数 k, c, が与えられたとする. こ
こで, |S| = kである P の部分集合 S ⊂ P を考える. 各点 u ∈ Sから最も近い S \ {u}
中の c個の点への距離の和を点 u ∈ Sのコスト costPcS(u)とし, これらのうち最小のコ
ストminu∈S{costPcS(u)}を S のコストとする. このとき, コストが最大となるような,

|S| = kであるP の部分集合S ⊂ P を求める問題を partial c sum dispersion問題 [15, 16]

という.
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第3章 直線上のr-gathering問題を解く
アルゴリズム

本章では, r-gathering問題を扱う. 3.1節では, CとF が直線上の点集合とみなせると
きの r-gathering問題を定義する. 3.2節では, この直線上の r-gathering問題の判定問題
をO(m+ n)時間で解くアルゴリズムを与える. 3.3節では, 直線上の r-gathering問題を
O((m+ n) log(m+ n))時間で解くアルゴリズムを与える. 3.4節と 3.5節では, 直線上の
r-gathering問題を一般化した問題を定義し, これを解くアルゴリズムを与える. ここで,

|C| = n, |F | = mである.

3.1 直線上の r-gathering問題
水平直線上の, 点集合 (利用者の集合)C = {c1, c2, . . . , cn}と, 点集合 (施設候補地の集
合)F = {f1, f2, . . . , fm}と, 施設の開設コスト op : F → Rと, 整数 rが与えらえれたとす
る. ただし, 点集合の各点は左から右へ順に並んでいると仮定する. 利用者 c ∈ Cが開設
施設 f ∈ F ′ ⊂ F に割り当てられたとき, 接続コスト co(c, f)は 2点間の距離とする. 各
f ∈ F ′ ⊂ Fについて |{c | A(c) = f}| ≥ rを満たすような, CからF ′ ⊂ Fへの割当Aをr-

gatheringという. r-gathering Aのコストをmax{maxc∈C{co(c, A(c))},maxf∈F ′{op(f)}
とする. コストが最小の r-gatheringを求める問題を r-gathering問題という. 特に r = 1

のときは, 通常の施設配置問題である.

r-gathering A : C → F において, i′ < iなる ci′ , ci ∈ C でA(ci′) > A(ci)なるものが
あるとき, A中で ci′ → A(ci′)と ci → A(ci)は overlapであるという. (図 3.1, 3.2参照.)

次の補題が成り立つ.

補題 3.1. r-gathering問題に解が存在するとき, overlapがない解がある.

証明. ある r-gathering問題において, overlapがある解しかないと仮定する. このとき,

overlapが最小個の r-gatheringをA : C → F ′とする. また, AのコストをOPT とする.

ch, ci ∈ C (h < i), fj, fk ∈ F (j < k)とし, A(ch) = fkがA(ci) = fjより右にあり, A

中の chと ciが overlapであるとする.

ここで, A中の ch, ciの割当のみをA(ch) = fj, A(ci) = fkのように変更した割当をA′

とする.

11



図 3.1: overlapがない割当の例.

図 3.2: overlapがある割当の例.

図 3.3: chと ciの overlapの例.

A′の各開設施設に割り当てられている利用者の人数はAと等しいので, A′はr-gatehring

である.

また, h < iかつ j < kよりmax{co(ch, fk), co(ci, fj)} ≥ max{co(ch, fj), co(ci, fk)}が
成り立つ. すなわち, A′のコストがOPT より大きくなることはない. (コストは接続コ
ストか開設コストの最大値であることに注意する.)

次に, A′の overlapの個数はAより 1個以上少ないことを示す.

ch より左側の利用者の集合 {cx ∈ C | x < h}を CL とし, ch より右側かつ ci より
左側の利用者の集合 {cx ∈ C | h < x < i}を CM とし, ci より右側の利用者の集合
{cx ∈ C | i < x}をCRとする. 同様に, fjより左側の開設施設の集合 {fy ∈ F ′ | y < j}
を F ′

Lとし, fj より右側かつ fkより左側の開設施設の集合 {fy ∈ F ′ | j < y < k}を F ′
M

とし, fjより右側の開設施設の集合 {fy ∈ F ′ | k < y}を F ′
Rとする.

このとき, AからA′への変更による ovprlapの個数の変化について考える.

cl ∈ CLから fl ∈ F ′
Lへの割当において, clはA中の ch, ciともA′中の ch, ciとも overlap

しない. よって, 変更により overlapの個数は変わらない. cr ∈ CRから fr ∈ F ′
Rへの割

当についても同様である.

cl ∈ CLから fr ∈ F ′
Rへの割当において, clは A中の ch, ciと 1回ずつ overlapし, A′
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中の ch, ciとも 1回ずつ overlapする. よって, 変更により overlapの個数は変わらない.

cr ∈ CRから fl ∈ F ′
Lへの割当についても同様である.

cl ∈ CLから fm ∈ F ′
M への割当において, cl は A中の ciと 1回 overlapし, A′中の

chとも 1回 overlapする. よって, 変更により overlapの個数は変わらない cr ∈ CRから
fm ∈ FM への割当, cm ∈ CM から fl ∈ FLへの割当, cm ∈ CM から fr ∈ FRへの割当に
ついても同様である.

cm ∈ CM から fm ∈ F ′
M への割当はにおいて, cmはA中の ch, ciと 1回ずつ overlapし,

A′中の ch, ciとは overlapしない.

また, 変更によりA′中の chと ciの overlapが解消する.

以上より, 変更により overlapの個数は 1つ以上少なくなる.

よって, 解のコストが同じで overlapの個数がより少ない解があることが示せる. これ
は仮定に矛盾する. したがって, overlapがない解がある. 2

コストが λ以下の r-gatheringがあるかを判定する問題を (λ, r)-gathering問題という.

本章で設計する r-gathering問題を解くアルゴリズムは, この (λ, r)-gathering問題を解
くアルゴリズムをサブルーチンとして利用する. (λ, r)-gathering問題を解くアルゴリズ
ムについては 3.2節で説明する.

水平直線上の, 点集合 (利用者の集合) C = {c1, c2, . . . , cn}と，点集合 (施設候補地の
集合) F = {f1, f2, . . . , fm}, 施設候補地の開設コスト op : F → R, 整数 rと値 λが与え
らえれたとする. 利用者 c ∈ Cが開設施設 f ∈ F ′ ⊂ F に割り当てられたとき, 接続コス
ト co(c, f)は 2点間の距離とする. 次の条件 (i)(ii)(iii)を満たすCから F ′ ⊂ F への割当
Aを (λ, r)-gatheringという.

(i) 各 f ∈ F ′について |{c | A(c) = f}| ≥ r

(ii) 各 c ∈ Cについて co(c, A(c)) ≤ λ

(iii) 各 f ∈ F ′について op(f) ≤ λ

ここで (i)は割当 Aが r-gatheringであるための条件であり, (ii)(iii)は r-gathering A

のコストが λ以下であるための条件である.

コストが λ以下の r-gatheringがあるかどうかを判定する問題を (λ, r)-gathering問題
という. この問題を解くO(m+ n)時間アルゴリズムを設計した [5].

r-gatheringのコストは, ある c ∈ C と f ∈ F の接続コスト co(c, f), もしくは，ある
f ∈ F の開設コスト op(f)，のいずれかに等しい. 接続コスト co(c, f)の候補は高々mn

個であり, 開設コスト op(f)の候補は高々m個である. すなわち r-gathering問題の解の
コストは, これら高々mn +m個のコストのうちのいずれかである. これらをソートし,

3.2節で与えるO(m + n)時間の判定アルゴリズムを用いて，(λ, r)-gathering問題が解
を持つような最小の λを二分探索で見つけることにより, r-gathering問題の解の割当と
そのコストが計算できる.
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ソートにはO(mn log(mn))時間かかり, 二分探索には, O(m+n)時間の判定アルゴリ
ズムを log(mn +m))回実行するため，O((m + n) log(mn +m))時間かかる. したがっ
て, このアルゴリズムの計算時間はO(mn log(m+ n))である.

しかし,文献 [12]の手法 (行列探索法)を用いることで，より速いO((n+m) log(n+m))

時間アルゴリズムを設計することができる [5]. これが本章の主な結果である. 同様の手
法は [11, 18]の点集合を step関数で近似する問題を解くアルゴリズムにも使われている.

3.2 直線上の (λ, r)-gathering問題を解くアルゴリズム
この節では，(λ, r)-gathering問題を (m+ n)時間で解くアルゴリズム [2, 5]について
説明する．このアルゴリズムは動的計画法に基づく．

3.2.1 定義

ci ∈ C, fj ∈ F をそれぞれ水平直線上の座標値とみなす. ある ci ∈ C について, 区間
[ci − λ, ci + λ]に施設候補地がないとき, (λ, r)-gathering問題に解はない. よって, その
ような ciはないものとする. ある fj ∈ F について, 区間 [fj − λ, fj + λ]に利用者が高々
r− 1人しかいないとき, (λ, r)-gathering問題のいずれの解においても fjは F ′に含まれ
ない. よって, そのような fj はないものとする. 同様に, 開設コスト op(fj)が λより大
きい施設 fj は, いずれかの解においても F ′に含まれない. よって, そのような fj はな
いものとする. それらについてはO(m + n)時間で取り除くことができる. 擬似コード
remove facilityを以下に示す.

Ci = {c1, c2, . . . , ci}とし, Fj = {f1, f2, . . . , fj}とする.

3.2.2 アルゴリズム

整数 j ∈ [1,m]，i ∈ [1, n]が与えられたとき，次の条件 (i)(ii)(iii)(iv)を満たすCiから
F ′
j ⊂ Fjへの割当Aを求める問題を SP(j, i)とする．

(i) 各 f ∈ F ′
jについて |{c | A(c) = f}| ≥ r

(ii) 各 c ∈ Ciについて co(c, A(c)) ≤ λ

(iii) 各 f ∈ F ′
jについて op(f) ≤ λ

(iv) fj ∈ F ′
j

ここで，(i)は各開設施設には利用者が r人以上割り当てられる，(ii)は接続コストが
λ以下である，(iii)は開設コストが λ以下である，(iv)は最も右の開設施設が fjである，
ことをそれぞれ意味している．
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Algorithm 1 remove facility(C,F, r)

left(j) = ∞ (j = 1, 2, . . . ,m)に初期化
i = 1, j = 1

while j ≤ m and i ≤ n do

if fj − λ ≤ ci then

left(j) = i /* 区間 [fj − λ, fj + λ]中の最も左の利用者が ci */

j = j + 1

else

i = i+ 1

end if

end while

right(j) = −∞ (j = 1, 2, . . . ,m)に初期化
i = n, j = m

while j ≥ 1 and i ≥ 1 do

if ci ≤ fj + λ then

right(j) = i /* 区間 [fj − λ, fj + λ]中の最も右の利用者が ci */

j = j − 1

else

i = i− 1

end if

end while

/* 区間 [fj − λ, fj + λ]に利用者が少なくとも r人いる fj ∈ F を加える */

Ḟ = ∅
for j = 1 to m do

if right(j)− left(j) > r then

Ḟ = Ḟ ∪ fj /* 区間 [fj − λ, fj + λ]中に利用者が right(i)− left(i) + 1人いる */

end if

end for

return Ḟ
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補題 3.1より，SP(j, i)に解があるならば，SP(j, i)に overlapがない解があることがわ
かる. また，SP(j, i)に解があり，co(ci+1, fj) ≤ λならば，SP(j, i + 1)にも解があるこ
とがわかる.

SP(j, i)に解があるとき，SP(j, i′)が解を持つ中で最小の i′を s(fj)とする．条件 (iv)

fj ∈ F ′
j は cs(j)が区間 [fj − λ, fj + λ]中にあることを意味する．s(fj) (とそれを実現す

る割当) を求める問題を部分問題 SP(j)とする．もしある jについて，すべての iに対し
て SP(j, i)に解がないならば，SP(j)に解はない．これ以外の場合は SP(j)に解がある．

補題 3.2. j′ < jなる fj′ , fj ∈ F について，s(fj′) ≤ s(fj)である．

証明. 背理法で証明する．s(fj′) > s(fj)が成り立つと仮定する．Cs(fj)からF ′
jへの s(fj)

に関する割当を次のように修正する．fj に割り当てている利用者を fj′ に割り当て，fj
を閉設する．これは，Cs(fj)からへF ′

j′の r-gatheringであり，s(fj′) = s(fj)である．よっ
て，仮定に矛盾する． 2

図 3.4: s(fj′) > s(fj)の場合．

SP(j)に解があり，c1 < fj − λであるとき，その解に関連する割当には fj 以外の開
設施設が 1つ以上ある．SP(j)の解について，右から 2番目の開設施設を fj′とする．fj′

を fj のメイトといい，mate(fj) = fj′ と表記する．fj のメイト fj′ について，3つの場
合がある．(図 3.4参照.)

Type 1: fj′+λ < fj−λかつ区間 [fj′+λ, fj−λ]中に利用者がおらず,区間 [fj−k, fj+k]

中に利用者が r人以上いる

Type 2: fj′ + λ ≥ fj − λ かつ cs(fj′ ) ≥ fj − k であり, 区間 (s(fj′), fj − λ]中に利用者が
r人以上いる
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Type 3: fj′ + λ ≥ fj − λ かつ cs(fj′ ) < fj − k であり, 区間 (cs(fj′ ), fj − λ]中に利用者が
r人以上いる

図 3.5: mate(fj)による 3つのType．

各 fjについて，上記の 3つの場合でメイト fj′の候補をすべてチェックすることで，動
的計画法に基づいたO(m2 + n)時間アルゴリズムを設計することができる．しかし，そ
れらのチェックの大半を省略できることを次の補題で示す．

補題3.3. (a) SP(j)に解があり，SP(j+1)にも解があるならば，mate(fj) ≤ mate(fj+1)

が成り立つ．
(b) 各 fj ∈ F について，次の条件 (i)(ii)(iii)を満たす fj′があるならば，それらの中で
最小の fj′を fminとする．
(i) SP(j′)に解がある,

(ii) ff ′ + λ ≥ fj − λ,

(iii) j′ < j.

右から 2番目の開設施設を fminとした SP(j)に解がないならば，(b1) fmin < fj′′ < fj
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を満たす任意の fj′′は fjのメイトではなく，SP(j)に解がない．(b2) mate(fj+1)がある
ならば，fmin ≤ mate(fj+1)が成り立つ．

証明. (a) 背理法で証明する．mate(fj+1) + λ < fj − λ が成り立つと仮定すると，
mate(fj+1)も fj のメイトであるため矛盾．mate(fj+1) + λ ≤ fj − λが成り立つと仮
定すると，補題 3.2よりmate(fj+1)も fjのメイトであるため矛盾．
(b1) 補題 3.2より，明らかである．
(b2)背理法で証明する．mate(fj+1)+λ < fj−λが成り立つと仮定すると，mate(fj+1)

も fjのメイトであるため矛盾．mate(fj+1) + λ ≥ fj − λが成り立つと仮定すると，fmin

はmate(fj)ではなくmate(fj+1)であるので矛盾． 2

補題 3.3は，ある fj′ まで fj のメイトを調べた後，次に fj+1のメイトを調べるとき，
fj′から調べ始められることを意味する．
上記の補題に基づきアルゴリズム find (λ, r)-gatheringを設計する．
ある区間に利用者がいるかどうかや s(fj)の値を高速に計算するため，前処理を行う．
前処理にはO(m+ n)時間かかる．常に j′ ≤ jが成り立つので．s(fj)を計算するための
最も内部の処理は高々2m回実行される．このアルゴリズムはO(m)時間で実行できる．
以上より，次の定理が示せる．

定理 3.4． 直線上の (λ, r)-gathering問題を解くO(m+ n)時間アルゴリズムがある．

3.2.3 疑似コード

(λ, r)-gathering問題を解くアルゴリズム find (λ, r)-gatheringを示す．
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Algorithm 2 find (λ, r)-gathering

j = 1

/* 開設施設が 1つの場合 */

while 区間 [fj − λ, fj + λ]中に c1と crがある do

r番目の利用者が cs(fj)となるよう s(fj) = rとする
j = j + 1

end while

/* 開設施設が 2つ以上の場合 */

j′ = 1

while j ≤ m do

while j′ < j and (区間 (fj′ + λ, fj − λ)中に利用者がいる or SP(j′)に解がない)

do

j′ = j′ + 1

end while

if j′ < j then

/* 区間 (fj′ + λ, fj − λ)に利用者がいない and SP(j′)が解を持つ */

if fj′ + λ < fj − λ and 区間 [fj′ + λ, fj − λ]中に利用者がいない and 区間
[fj − λ, fj + λ]中に利用者が r人以上いる then

区間 [fj′ +λ, fj −λ]中の r番目の利用者が cs(fj)となる s(fj)を求める (Type 1)

else if fj′ + λ ≥ fj − λ and cs(fj′ ) ≥ fj − λ and 区間 (s(fj′), fj − λ]中に利用者
が r人以上いる then

区間 (cs(fj′ ), fj − λ]中の r番目の利用者が cs(j)となる s(fj)を求める (Type 2)

else if fj′ + λ ≥ fj − λ and cs(fj′ ) < fj − λ and 区間 (cs(fj′ ), fj − λ]中に利用者
が r人以上いる then

区間 [fj′ +λ, fj −λ]中の r番目の利用者が cs(fj)となる s(fj)を求める (Type 3)

end if

/* SP(j)は解なし */

end if

j = j + 1

end while

if 点 cnから距離 λ以内のある fjについて, s(fj)が定義されている then

return Yes

else

return No

end if
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3.3 直線上の r-gathering問題を解くアルゴリズム
この章では, CとF が直線上の点集合とみなせるとき, r-gathering問題を解くO((n+

m) log(n +m))時間アルゴリズムを与える. 本アルゴリズムは, 文献 [12, 11]の手法 (行
列探索法)を用いる.

C = {c1, c2, . . . , cn}, F = {f1, f2, . . . , fm}とする. これらの要素を水平直線上の点や施
設とみなす. c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cnかつ f1 ≤ f2 ≤ . . . ≤ fmと仮定する.

i行 j 列の行列M ′
C の各要素を mi,j = ci − fj とする. M ′

C の任意の要素について
mi,j ≥ mi,j+1とmi,j ≤ mi+1,jが成り立つ. これをM ′

Cの各行や各列では要素がソートさ
れているという. 同様に, i行 j列の行列M ′

F の各要素をm′
i,j = fj − ciとする. M ′

F の各
行や各列では要素がソートされている.

図 3.6: M ′
C の要素.

r-gathering問題の (最適)解の (最小)コストλ∗は, (i) M ′
C中の要素, (ii) M ′

F 中の要素,

もしくは (iii) いずれかの f ∈ F の開設コスト, のいずれかである. まず, M ′
C中の要素 k

で, (λ, r)-gathering問題が解を持つ最小の λを求める方法を示す.

max{n,m}以上の最小の 2のべき乗である整数を nとする. M ′
C の最大の要素は第 n

行第 1列の要素mn,1である. M ′
C が n行 n列の行列となるように, mn,1からなる行や列

をM ′
Cの最も下の行や最も左の列として必要な数だけ追加する. 得られた n次正方行列

をMC とする. MC においても各行や各列はソートされている.

アルゴリズムはいくつかのステージ s = 1, 2, . . . , log nからなる. 各ステージ sでは
MC の部分行列の集合 Lsを保持する. アルゴリズムは, 常にMC 中の要素 λで (λ, r)-

gathering問題に解がある最小の λがL中に残ることを保証しつつ, それ以外の要素しか
含まない部分行列を効率的に削除していく.

初めに, L0 = {MC}とする.

まず, Ls−1から Lsを次のように作る. Ls−1中の各部分行列M は n/2s−1次正方行列
である. 各M を 4個の n/2s次正方行列に分割し, Lsに追加する.
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図 3.7: M ′
C とMC のサイズ.

次に, Ls中の各部分行列の右上隅の要素の集合を考え, これらの中央値を λminとし,

λ = λminとして (λ, r)-gathering問題を解く. このとき, 2つの場合がある.

場合 1: (λ, r)-gathering問題に解があるとき.

λmin ≥ λ∗である. Lsから右上隅の（最も小さい）要素が λminより大きい部分行列を
取り除く. λmin < λ∗より, 取り除かれる行列にλ∗が含まれることはない. Lsから |Ls|/2
個の部分行列を取り除くことができる.

場合 2: (λ, r)-gathering問題に解がないとき.

λmin < λ∗である. Lsから左下隅の（最も大きい）要素が λminより小さい部分行列
を取り除く. λmin < λ∗より, 取り除かれる行列に λ∗が含まれることはない. 取り除か
れる部分行列の個数を見積もる. 左下から右上への対角線がMC中で同一直線上にある
ような部分行列の集合を “chain”とする. chain中の行列の対角要素はソートされてい
る. よって, 各 chainについて, chain中の行列の右上隅の要素が λminより小さい部分
行列は高々1つしか残らない. したがって, Dsを chainの本数に 1を加えた数, つまり,

Ds = 2s+1とすると, |Ls|/2 > Dsならば少なくとも |Ls|/2−Ds個の部分行列がLsから
取り除かれる.

同様に, Ls中の部分行列の左下隅の集合を考え,これらの中央値をλmaxとし, λ = λmax

として (λ, r)-gathering問題を解く. 同様に Lsからいくつかの部分行列を取り除く. こ
こまでがステージ sである.

ステージ s = log nの終了時に, Llogn中の各部分行列はちょうど 1つの要素からなる.

よって通常の二分探索によりO(|Llogn| log |Llogn|)時間で λ∗を計算することができる.

補題 3.5. ステージ sの終了時に Lsの部分行列の個数は高々2Ds個である. （証明略）

最後に, r-gathering 問題を解くアルゴリズムの計算時間について考えよう.
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図 3.8: chainの例.

(λ, r)-gathering問題を解く線形時間決定アルゴリズムの呼び出しを除いて, 各ステー
ジ s = 1, 2, . . . , log nには O(|Ls−1|) = O(Ds)時間かかる. D0 + D1 + · · · + Dlogn =

2 + 4 + . . . + 2logn = 2 · 2logn ≤ 2nが成り立つので, 合計O(n)時間かかる. （ここでは
中央値を求めるために線形時間アルゴリズムを用いている. ）
各ステージで線形時間決定アルゴリズムを2回呼び出すので,この部分には合計O(n log n)

時間かかる.

ステージ s = log nの後, 各行列はちょうど 1つの要素からなり, 高々Llogn ≤ 2Dlogn =

4n個の要素が残る. よって, 3章の線形時間判定アルゴリズムを用いて, 高々log 4n回呼
び出し, 二分探索をすることにより, (λ, r)-gathering問題に解がある最小の λを計算で
きる. これにはO(n log n)時間かかる.

すなわち, 合計 (n log n)時間でM ′
C中の要素 λで (λ, r)-gathering問題に解がある最小

の λを計算できる.

同様に, M ′
F 中の要素 λで (λ, r)-gathering問題に解がある最小の λを計算できる.

また, いずれかの f ∈ F の開設コスト λのうち, (λ, r)-gathering問題に解がある最小
の λも, 線形時間の判定アルゴリズムを用いた通常の二分探索によりO((m + n) logm)

時間で計算できる.

これら 3つのうち最小の値が解のコストである.

定理 3.6. 直線上の r-gathering問題を解くO((m+ n) log(m+ n))時間アルゴリズムが
ある.
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3.4 直線上の r-gathering with h-outlier問題
本節では, r-gathering問題を一般化した問題を考える. ここでは, 高々h人の利用者を
割り当てなくてもよいとする.

例えば, 1人の利用者が他のすべての利用者と離れていたとき, その 1人の利用者によ
り r-gatheringのコストが大きくる場合がある. そこで, 大量の利用者に対して極小数の
利用者を無視（特別扱い）することで、特殊な利用者に左右されないような, コストの
小さい r-gatheringを見つけたい.

水平線上の,点集合 (利用者の集合)C = c1, c2, . . . , cnと,点集合 (施設候補地の集合)F =

f1, f2, . . . , fm, 施設候補地の開設コスト op : F → R, 整数 rに加え, 整数 hが与えられた
とする. 利用者 c ∈ Cが開設施設 f ∈ F ′ ⊂ F に割り当てられたとき, 接続コスト co(c, f)

は 2点間の距離とする.

ここで,割り当てなくてもよい高々h人の利用者の部分集合をC ′ ⊂ Cとする. 各f ∈ F ′

について |{c | A(c) = f}| ≥ rであるような, C\C ′からF ′ ⊂ F への割当Aを r-gathering

with h-outlierという.

r-gathering with h-outlier A : C \ C ′ → F ′のコストをmax{maxc∈C\C′{co(c, A(c)},
maxf∈F ′{op(f)}}とする.

コストが最小の r-gathering with h-outlierを見つける問題を r-gatherig with h-outlier

問題という. また,実数λが与えられたとき,コストがλ以下の r-gathering with h-outlier

が存在するか判定する問題を (λ, r)-gathering with h-outlier問題という.

r-gathering問題と同様に, r-gatherig with h-outlier問題の解のコストは, ある c ∈ C

と f ∈ F の接続コスト co(c, f), もしくは, ある f ∈ F の開設コスト op(f)のいずれかに
等しく, それらは高々mn+m通りである. よって, r-gathering問題と同様に, 判定問題
を解くO(h2m+ n)時間アルゴリズムを設計し, 行列探索法 [12]を用いることで, 最適化
問題を解くO((h2m+ n) log(n+m))時間アルゴリズムを設計する.

r-gathering with h-outlier A : C \ C ′ → F ′において, i′′ < i′ < iなる ci′′ , ci′ , ci ∈ C

でA(ci′′) = A(ci)かつ ci′ ∈ C ′なるものがあるとき, A中で ci′ を crackという. (図 3.9,

3.10参照.) 次の補題が成り立つ.

補題 3.7. r-gahtering with h-outlier問題に解が存在するとき, overlapも crackのない
解がある.

証明. 補題 3.1より, overlapがない解がある. よって, crackがない解があることを示す.

ある r-gathering with h-outlier問題において, crackがある解しかないと仮定する. こ
のとき, crackの個数が最小の r-gatheirng with h-outlierをA : C \ C ′ → F ′とする. ま
た, AのコストをOPT とする.
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A中の crackのうち, 最も左側の crackを ci ∈ C ′とする. このとき, ci−1 ∈ C \C ′であ
り, A(ci−1) = fj とする. また, fj に割り当てられている利用者のうち, 最も左側の利用
者を ci′ ∈ C \ C ′とする.

ここで, A中の ci′ , ciのみを ci′を新たに crackとし, A′(ci) = fjのように変更した割当
をA′とする. この変更により, A′の crackの個数はAの crackの個数より 1少ない.

A′中で fjに割り当てられている利用者の人数はAと等しく, A′中の |C ′|の人数もA

と等しい. よって, A′も r-gathering with h-outlierである. また, ci′ はA中で fjに割り
当てられていた最も左側の利用者なので, co(ci, fj) ≤ co(ci′)である. したがって, A′の
コストはAのコスト以下である.

以上より, A′はAより crackの個数が少ない解である. これは仮定に矛盾する. 2

図 3.9: crackがない割当の例.

図 3.10: crackがある割当の例.

(λ, r)-gathering with h-outlier問題の部分問題を定義する. Cの部分集合{c1, c2, . . . , ci}
をCiとし, F の部分集合 {f1, f2, . . . , fj}を Fjとする.

ここで, 3.2.1節のように, 前処理により, 開設コストが λより大きいような施設候補地
は取り除かれているとする. つまり, 開設コストが λ以下の施設候補地の集合が F であ
り, その個数がmである.

整数 j ∈ [1,m], i ∈ [1, n], k ∈ [0, h]が与えられたとき, 次の条件 (i)(ii)(iii)(iv)(v)を満
たすCi\C ′から F ′

j ⊂ Fjへの割当Aを求める問題を SP (j, i, k)とする.

(i) 各 f ∈ F ′
jについて |{c | A(c) = f}| ≥ r

(ii) |C ′| = k

(iii) 各 c ∈ Ciについて co(c, A(c)) ≤ λ

(iv) 各 f ∈ Fjについて op(f) ≤ λ

(v) fj ∈ F ′
j
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指定した j, kに対して, SP (j, i, k)がいずれかの iにおいて解を持つとき, SP (j, i, k)

が解を持つ中で最小の iを s(fj, k)とする.

s(fj, k)とそれに対応する r-gatheringを見つける問題を部分問題 SP (j, k)とする. す
べての iに対して SP (j, i, k)が解を持たないならば, SP (j, k)は解なしという.

r-gathering問題に対する補題 3.2や補題 3.3と同様に, 次の補題が成り立つ.

補題3.8. j′ < jでありSP (fj′ , k)とSP (fj, k)に解があるfj′ , fj ∈ Fについて, s(fj′ , k) ≤
s(fj, k)が成り立つ.

証明. 背理法で証明する. Cs(fj ,k) \ C ′
s(fj ,k)

から F ′
j への割当を次のように修正する. fj

に割り当てられている利用者を fj′ に割り当て, fj を閉鎖する. これは Cs(fj ,k) \ Cs(fj ,k)

から F ′
j′への r-gathering with k-outlierであり, s(fj′ , k) = s(fj, k)である. よって, 仮定

に矛盾する. 2

図 3.11: s(fj′ , k) > s(fj, k)の場合.

開設施設 fj ∈ F ′について, cs(fj)までに outlierが k個であることを fj with k-outlier

とし, fj,kと書く.

SP (j, k)に解があり, c1+k < fj,k −λであるとき, その解に関連する割り当てには fj以
外の開設施設が 1つ以上ある. SP (j, k)の解について, 右から 2番目の開設施設を fj′,k′

とし, cs(fj′ ,k′)までの outlerの個数が k′であるとする. つまり, 区間 (cs(fj′ ,k′), cs(fj ,k))中の
outlierの人数は k− k′人である. fj′ with k′-outlierを fj with k-outlierのメイトといい,

mate(fj,k) = fj′,k′と書く.

fj,kのメイト fj′,k′について, 3つの場合がある.

Type 1: fj′,k′ + λ < fj,k − λ かつ 区間 [fj′,k′ + λ, fj,k − λ]中に利用者が k− k′人以下で
あり, 区間 [fj,k − λ, fj,k + λ]中に利用者が r +max{k − k′ − α, 0}人以上いる
ここで, αは区間 (cs(fj′ ,k′), fj,k − λ)中の利用者の人数である

Type 2: fj′,k′ + λ ≥ fj,k − λ かつ cs(fj′ ,k′) ≥ fj,k − λ であり, 区間 (cs(fj′ ,k′), fj,k − λ]中
に利用者が r + k − k′人以上いる
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Type 3: fj′,k′ + λ ≥ fj,k − λ かつ cs(fj′ ,k′) < fj,k − λ であり, 区間 (cs(fj′ ,k′), fj,k − λ]中
に利用者が r + k − k′人以上いる

図 3.12: mate(fj, k)による 3つのType.

補題 3.3と同様に, 次の補題が成り立つ.

補題 3.9. (a) SP (j, k)に解があり, SP (j + 1, k)にも解があるならば, mate(fj,k) ≤
mate(fj+1,k)が成り立つ.

(b) 各 fj,k ∈ F について, それぞれの k′ < kに対して, 次の条件 (i)(ii)(iii)を満たす
fj′,k′があるならば, それらの中で最小の fj′,k′を fmin,k′とする.

(i) SP (j′, k′)に解がある.

(ii) fj′,k′ + λ ≥ fj,k − λ

(iii) j′ < j

右から 2番目の開設施設を fmin,k′ とした SP (j, k)に解がないならば, (b1) fmin,k′ <

fj′′,k′ < fj,k を満たす任意の fj′′,k′ は fj,k のメイトではなく, SP (j, k)に解がない. (b2)

mate(fj+1, k)があるならば, fmin,k′ ≤ mate(fj+1, k)が成り立つ.

証明 (a) 背理法で証明する. mate(fj+1, k) + λ < fj,k − λが成り立つと仮定すると,

fmeta(j+1,k)も fj,kのメイトであるため矛盾. fmate(j+1,k) + λ ≤ fj,k − λが成り立つと仮定
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すると, 補題 3.7よりmate(fj+1, k)も fj,kのメイトであるため矛盾.

(b1) 補題 3.8より, 明らかである.

(b2) 背理法で証明する. mate(fj+1, k) + λ < fj,k − λ が成り立つと仮定すると,

mate(fj+1, k)も fj,k のメイトであるため矛盾. mate(fj+1, k) + λ ≥ fj,k − λが成り立
つと仮定すると, fmin,k′はmate(fj, k)ではなくmate(fj+1, k)であるので矛盾. 2

各 k′ < k, j′ < jの fj′,k′を網羅的に調べることで fj,kのメイトを計算できる. しかし,

メイトの場合分けや補題により調べる部分問題を省略できる.

メイトの場合分けでは, k′(< k)を固定したとき, 調べるべき fj′,k′が 3種類であること
を示した.

また, 補題 3.9は, k′ < kを固定したとき, f1,k′から fj′,k′まで fj,kのメイトを調べた後,

次に fj+1,kのメイトを調べるとき, 固定した k′ < kに対して, fj′,k′ から調べ始められる
ことを意味する.

上記の補題に基づきアルゴリズムfind (λ, r)-gathering with h-outlierを設計する.

ある区間に利用者がいるかどうかや s(fj, k)の値を高速に計算するため,前処理を行う.

前処理にはO(m+n)時間かかる. 常に j′ ≤ jが成り立つので, k′ < kなる k′, k ∈ [0, h]に
対して, s(fj, k)を計算するための最も内部の処理はそれぞれ高々2m回実行される. よっ
て, s(fj, k)を計算するための最も内部の処理は高々2h2m回実行される. このアルゴリ
ズムはO(h2m+ n)時間で実行できる. 以上より, 次の定理が示せる.

定理 3.10 直線上の (λ, r)-gathering with h-outlier問題を解くO(h2m+ n)時間アルゴ
リズムがある.

r-gathering問題の解のコストはいずれかの接続コストの値である. ここで, 接続コス
トの値は高々mn通りである. よって, 3.3節のように, 行列探索法 [12, 11]を用いること
で, (λ, r)-gathering with h-outlier問題をO(log(m+ n))回解くことで, r-gatehring with

h-outlier問題の解を計算できる.

したがって, 次の定理が成り立つ.

定理 3.11 直線上の r-gathering with h-outlier問題を解くO((h2m+ n) log(m+ n))時
間アルゴリズムがある.
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Algorithm 3 find (λ, r)-gathering with h-outlier
for k = 0 to h do

for j = 1 do
/* 開設施設が 1つの場合 */
if 区間 [fj,k − λ, fj,k + λ]中に c1+k と cr+k がある then

r + k番目の利用者が cs(fj ,k) となるよう s(fj , k) = r + kとする
else

/* 開設施設が 2つ以上の場合 */
tmp = ∞
j′[k′] = 1, (k′ = 0, 1, . . . , k)
for k′ = 0 to k do

cost(j, k, k′) = ∞
while j′[k′] < j and (区間 (fj′[k′] + λ, fj,k − λ)中に利用者が k− j′[k′]人より多くいる or
SP (j′[k′], k′)に解がない) do

j′[k′] = j′[k′] + 1
end while
if j′[k′] < j then

/* 区間 (fj′[k′],k′ + λ, fj,k − λ)に利用者が k − j′[k′]以下いる and SP (j′[k′], k′)が解を
持つ */
/* 区間 (cs(fj′[k′])

, fj − λ)の利用者の人数を αとする */

if fj′[k′],k′ +λ < fj,k −λ and 区間 (fj′[k′],k′ +λ, fj,k −λ)中に利用者が k− j′[k′]以下い
る and 区間 [fj,k − λ, fj + λ]中に利用者が r+max{k− j′[k′]−α, 0}人以上いる then
区間 [fj,k − λ, fj,k + λ]中の r+max{k− j′[k′]− α, 0}番目の利用者が cs(fj ,k)となる
s(fj , k)を求める (Type 1)

else if fj′[k′],k′ + λ ≥ fj,k − λ and cs(fj′[k′],k
′) ≥ fj − λ and 区間 (s(fj′[k′]), fj − λ]中

に利用者が r + k − j′[k′]人以上いる then
区間 (cs(fj′[k′])

, fj − λ]中の r + k − k′ 番目の利用者が cs(j) となる s(fj , k)を求める
(Type 2)

else if fj′[k′] + λ ≥ fj − λ and cs(fj′[k′])
< fj − λ and 区間 (cs(fj′[k′])

, fj,k − λ]中に利
用者が r + k − j′[k′]人以上いる then
区間 [fj′[k′] + λ, fj,k − λ]中の r + k − j′[k′]番目の利用者が cs(fj ,k)となる s(fj , k)を
求める (Type 3)

end if
/* SP (j, k)は解なし */

end if
if s(fj , k) < tmp then

tmp = s(fj , k)
end if

end for
s(fj , k) = tmp

end if
end for

end for
Ans = No
for α = 0 to h do

for β = h− α downto 0 do
if 点 cn−α から距離 λ以内のある fj,β について, s(fj , β)が定義されている then

Ans = Yes
end if

end for
end for
return Ans
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3.5 直線上の reserved r-gathering問題
本説では, r-gathering問題を一般化した問題を考える. ここでは, いくつかの施設が
事前に開設することが決まっているとする. ただし, 開設コストはすべて 0とする.

開設することが決まっている施設を F o ⊂ F とする. 各 f ∈ F ′について |{c | A(c) =
f}| ≥ rであるような, Cから F o ⊂ F ′ ⊂ F への割当Aを reserved r-gatheringという.

reserved r-gathering A : C → F ′のコストをmaxc∈C{co(c, A(c)}とする.

コストが最小の reserved r-gatheringを見つける問題を reserved r-gatherig問題とい
う. また, 実数 λが与えられたとき, コストが λ以下の reserved r-gatheringが存在する
か判定する問題を reserved (λ, r)-gathering問題という. (開設コストが 0であるため, コ
ストとして考えるのは接続コストのみであることに注意する.)

reserved (λ, r)-gathering問題の部分問題を定義する. Cの部分集合 {c1, c2, . . . , ci}を
Ciとし, Fの部分集合{f1, f2, . . . , fj}をFjとする. また, F oとFjの共通部分集合F o∩Fj

を F o
j とする.

整数 j ∈ [1,m], i ∈ [1, n]が与えられたとき, 次の条件 (i)(ii)(iii)を満たす Ci から
F o
j ⊂ F ′

j ⊂ Fjへの割当Aを求める問題を SP o(j, i)とする.

(i) 各 f ∈ F ′
jについて |{c | A(c) = f}| ≥ r

(ii) 各 c ∈ Ciについて co(c, A(c)) ≤ λ

(iii) fj ∈ F ′
j

SP o(j, i)がいずれかの iにおいて解を持つとき, SP o(j, i)が解を持つ中で最小の iを
so(fj)とする.

so(fj)とそれに対応する r-gatheringを見つける問題を部分問題 SP o(j)とする. すべ
ての iに対して SP o(j, i)が解を持たないならば, SP o(j)は解なしという.

通常の r-gatherign問題に対する補題 3.2や補題 3.3と同様に, 次の補題が成り立つ.

補題 3.12. j′ < jでありSP o(fj′)とSP o(fj)に解がある fj′ , fj ∈ F について, so(fj′) ≤
so(fj)が成り立つ.

証明. 2つの場合を考える. Case 1: j′ < j′′ < jなる fj′′ ∈ F oが存在しない.

背理法で証明する．so(fj′) > so(fj)が成り立つと仮定する．Cso(fj)からF ′
jへの so(fj)

に関する割当を次のように修正する．fj に割り当てている利用者を fj′ に割り当て，fj
を閉設する．これは，Cso(fj)からへ F ′

j′ の r-gatheringであり，so(fj′) = so(fj)である．
よって，仮定に矛盾する．
Case 2: j′ < j′′ < jなる fj′′ ∈ F oが存在する.

背理法で証明する．so(fj′) > so(fj)が成り立つと仮定する．j′ < j′′ < jなる fj′′ ∈ F o

が存在するが, 仮定より, j′ < j′′ < jであるような, ある fj′ ∈ F が存在する. Cso(fj)から
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F ′
jへの so(fj)に関する割当を次のように修正する．fjに割り当てている利用者を fj′に割
り当て，fjを閉設する．これは，Cso(fj)からへF ′

j′の r-gatheringであり，so(fj′) = so(fj)

である．よって，仮定に矛盾する． 2

SP o(j)に解があり, c1 < fj − λであるとき. その解に関連する割り当てには fj 以外
の開設施設が 1つ以上ある. SP o(j)の解について, 右から 2番目の開設施設を fj′ とす
る. fj′ を fj のメイトといい, mateo(fj) = fj′ と書く. SP o(fj)が解を持つならば, 区間
(fj′ , fj)には F oの施設は存在しない. fjのメイト fj′について, 3つの場合がある.

Type 1: fj′+λ < fj−λかつ区間 [fj′+λ, fj−λ]中に利用者がおらず,区間 [fj−λ, fj+λ]

中に利用者が r人以上いる

Type 2: fj′ + λ ≥ fj − λ かつ cso(fj′ ) ≥ fj − λ であり, 区間 (cso(fj′ ), fj − λ]中に利用者
が r人以上いる

Type 3: fj′ + λ ≥ fj − λ かつ cso(fj′ ) < fj − λ であり, 区間 (cso(fj′ ), fj − λ]中に利用者
が r人以上いる

補題 3.3と同様に, 次の補題が成り立つ.

補題3.13. (a) SP o(j)に解があり，SP o(j+1)にも解があるならばmateo(fj) ≤ mateo(fj+1)

が成り立つ．
(b) 各 fj ∈ F について，次の条件 (i)(ii)(iii)を満たす fj′があるならばそれらの中で最
小の fj′を fminとする．
(i) SP o(j′)に解がある,

(ii) ff ′ + λ ≥ fj − λ,

(iii) j′ < j.

右から2番目の開設施設をfminとしたSP o(j)に解がないならば，(b1) fmin < fj′′ < fj
を満たす任意の fj′′は fjのメイトではなく，SP o(j)に解がない．(b2) mateo(fj+1)があ
るならば，fmin ≤ mateo(fj+1)が成り立つ．

証明. (a) 背理法で証明する．mateo(fj+1) + λ < fj − λが成り立つと仮定すると,

mateo(fj+1)も fj のメイトであるため矛盾．mateo(fj+1) + λ ≤ fj − λが成り立つと
仮定すると, 補題 3.9よりmateo(fj+1)も fjのメイトであるため矛盾．
(b1) 補題 3.12より，明らかである．
(b2) 背理法で証明する．fmateo(j+1) + λ < fj − λが成り立つと仮定すると, fmateo(j+1)

も fj のメイトであるため矛盾．fmateo(j+1) + λ ≥ fj − λが成り立つと仮定すると, fmin
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は fmateo(j)ではなく fmateo(j+1)であるので矛盾． 2

補題 3.13は，ある fj′まで fjのメイトを調べた後，次に fj+1のメイトを調べるとき，
fj′から調べ始められることを意味する．
上記の補題に基づきアルゴリズム find reserved (λ, r)-gatheringを設計する．
ある区間に利用者がいるかどうかや so(fj)の値を高速に計算するため，前処理を行う．
前処理にはO(m + n)時間かかる．常に j′ ≤ jが成り立つので．so(fj)を計算するため
の最も内部の処理は高々2m回実行される．このアルゴリズムはO(m)時間で実行でき
る．以上より，次の補題が示せる．

補題 3.14. reserved (λ, r)-gathering問題を解くO(m+ n)時間アルゴリズムがある．

reserved r-gathering問題の解のコストはいずれかの接続コストの値である. ここで,

接続コストの値の種類は高々nm通りである.

よって, 3.3節のように, 行列探索法 [12, 11]を用いることで, reserved (λ, r)-gathering

問題をO(log(m+ n))回解くことで, reserved r-gathering問題の解を計算できる.

したがって, 次の定理が成り立つ.

定理 3.15. reserved r-gathering問題を解くO((m + n) log(m + n))時間アルゴリズム
がある.
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Algorithm 4 find reserved (λ, r)-gathering

j = 1

/* 開設施設が 1つの場合 */

while 区間 [fj − λ, fj + λ]中に c1と crがある and 区間 (−∞, fj)中に F oの施設がな
い do

r番目の利用者が cso(fj)となるよう so(fj) = rとする
j = j + 1

end while

/* 開設施設が 2つ以上の場合 */

j′ = 1

while j ≤ m do

while j′ < j and (区間 (fj′ + λ, fj − λ)中に利用者がいる or SP o(j′)に解がない
or 区間 (fj′ , fj)内に F oの施設がある) do

j′ = j′ + 1

end while

if j′ < j then

/* 区間 (fj′ + λ, fj − λ)に利用者がいない and SP o(j′)が解を持つ and 区間
(fj′ , fj)中に F oの施設がない */

if fj′ + λ < fj − λ and 区間 [fj′ + λ, fj − λ]中に利用者がいない and 区間
[fj − k, fj + k]中に利用者が r人以上いる then

区間 [fj′ + λ, fj − λ]中の r番目の利用者が cso(fj)となる so(fj)を求める (Type

1)

else if fj′ + λ ≥ fj − λ and cso(fj′ ) ≥ fj − k and 区間 (so(fj′), fj − λ]中に利用
者が r人以上いる then

区間 (cso(fj′ ), fj −λ]中の r番目の利用者が cs(j)となる so(fj)を求める (Type 2)

else if fj′ + λ ≥ fj − λ and cso(fj′ ) < fj − k and 区間 (cso(fj′ ), fj − λ]中に利用
者が r人以上いる then

区間 [fj′ + λ, fj − λ]中の r番目の利用者が cso(fj)となる so(fj)を求める (Type

3)

end if

/* SP o(j)は解なし */

end if

j = j + 1

end while

if 点 cnから距離 λ以内のある fjについて, so(fj)が定義されている then

return Yes

else

return No

end if
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第4章 r-gathering問題を解く3近似ア
ルゴリズム

Armonは r-gathering問題をO(mn+ rn+ n log n)時間で解く 3近似アルゴリズムを
設計した [7]. また, P̸=NPならば, 近似比 3は改善できないことを示した [7]. 本章では,

Armonのアルゴリズムに, (i)ソートをしない, (ii)効率的なデータ構造を用いるという
工夫を加えることで, アルゴリズムの計算時間をO(mn)に改善する.

ここで, 利用者の集合のサイズを n, 施設候補地の集合のサイズをmである.

説明を簡単にするために, 接続コストの値はすべて異なると仮定する.

4.1 r-gathering問題を解く3近似アルゴリズム
Armonのアルゴリズム [7]を説明する. このアルゴリズムは 3つのステップからなる.

ステップ 1では, 各利用者 c ∈ Cについて, その利用者 cにとって最適な, (1) 開設施設
f ∈ F と, (2) f に cと一緒に割り当てる r − 1人の利用者の集合を計算する.

ステップ 2では, ステップ 1で計算した各利用者にとって最適な部分割当を貪欲法に
基づき確定していく. ただし, 既に割り当てた他の部分割当と競合するときは, その部分
割当は行わないことにする. 利用者はいずれかの開設施設に割り当てなくてはならない
ので, この部分の割当コストは r-gatheringのコストの下界であることがいえる.

ステップ 3では, ステップ 2で割り当てられなかった各利用者を, その利用者に最も近
い開設施設に割り当てる.

以下にアルゴリズムの詳細を説明する.

ステップ 1の詳細について説明する.

まず各施設 f ∈ F ごとに, 施設 f を開設する場合にかかる最小のコストを次にのよう
に計算する. f の開設コストは op(f)である. これに加えて開設施設 f には r人以上の利
用者を割り当てる必要があるので, この部分のコストについて考えよう. f への接続コ
ストが r番目に小さい利用者を cr(f) ∈ Cとする. また, fへの接続コストが co(cr(f), f)

以下の crを含む r人の利用者の集合をN r(f) ⊂ Cとする. 開設施設 f ∈ F ′ ⊂ F の接続
コストは少なくとも co(cr(f), f)である.
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指定した利用者 cを開設施設 f に割り当てるとき, この部分の割当にかかるコストの
下界を次のように定義し, lb(c, f)とする. 2つの場合がある. c ∈ N r(f)ならば lb(c, f) =

max{co(cr(f), f), op(f)}とし, c /∈ N r(f)ならば lb(c, f) = max{co(c, f), op(f)}とする.

指定した利用者 cをいずれかの開設施設に割り当てるとき, この部分の割当にかかる
コストの下界を次にように定義し, lb(c)とする. 利用者 c ∈ Cはいずれかの開設施設に
割り当てるので, lb(c) = minf∈F{lb(c, f)}とする.

lb(c) = lb(c, f)となる f を cのベスト施設といい, bestf(c)と書く. cのメイトmate(c)

を次のように定義する. 2 つの場合がある. c ∈ N r(bestf(c)) ならば c の mates(c)

は N r(bestf(c)) \ {c}とし, c /∈ N r(bestf(c))ならば cの mates(c)は N r(bestf(c)) \
{cr(bestf(c))}とする. すなわち, cを bestf(c)に割り当てるとき, 接続コストが最小
であるような他の r − 1人の利用者の集合が cのメイトである.

任意の r-gatheirng Aにおいて, 各 c ∈ Cはいずれかの開設施設に割り当てるので, A

のコストは少なくとも lb(c)である. すなわち, Aのコストは少なくともmaxc∈C{lb(c)}
である.

ステップ 2の詳細について説明する.

まず, lb(c)でCをソートする. 各利用者 c ∈ Cに対して lb(c)の昇順に, 次の処理をす
る. もし, cのベスト施設 bestf(c)が未開設であり, かつ, cと cのメイトmates(c)のすべ
ての利用者が未割り当てならば, ベスト施設 bestf(c)を開設し, cとメイトmates(c)を
ベスト施設 bestf(c)に割り当てる. 一方, ベスト施設 bestf(c)が既に開設済み, もしくは
cまたはメイトmates(c)のいずれかの利用者が既に割り当て済みならば, cはこのステッ
プでは割り当てない. cは次のステップ 3で割り当てる.

ステップ 3の詳細について説明する. ステップ 2で未割り当てである各利用者 cを, そ
の cに最も近い開設施設に割り当てる.

r-gathering問題を解く 3近似アルゴリズム Best-or-Rest [7]をAlgorithm5に示す.

次に本文で提案するアルゴリズム Best-or-Rest-without-Sortを Algorithm6に示
す. ソートを行わず, 各施設 fj ∈ F ごとにフラグ flag(fj)を持つ.

r-gathering問題の最適解のコストをOPT とする. Best-or-Rest-without-Sortについ
て, 次の補題が成り立つ.
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Algorithm 5 Best-or-Rest(C,F, r)

for ci ∈ C do

lb(ci), bestf(ci), mates(ci)を計算する
end for

lb(ci)でCをソートする
for lb(ci)の昇順に各 ci ∈ C do

if mates(ci)中のすべての利用者がまだ割り当てられていない then

bestf(ci)を開設する
ciを bestf(ci)に割り当てる
for cj ∈ mates(ci) do

cjを bestf(ci)に割り当てる /* Best-Assignment */

end for

end if

end for

for まだ割り当てられていない ci ∈ C do

ciを ciに最も近い開設施設に割り当てる /* Rest-Assignment */

end for

補題4.1. Best-or-Rest-without-Sortはコストが 3 ·OPT以下の r-gatheringを見つける.

証明. 各利用者 ci ∈ Cの割当コストについて考える.

まず, Best-Assignmentの部分のコストについて考えよう. Best-Assignmentにおいて.

各利用者 ci ∈ Cはmates(ci)と共に bestf(ci)へ割り当てられる. このとき, この部分の
接続コストと開設コストは lb(ci)である. lb(ci)は ciを含む r-gatheringのコストの下界
であるため, lb(ci) ≤ OPT である.

次に, Rest-Assignmentの部分のコストについて考えよう. Rest-Assignmentにおいて,

各利用者 ci ∈ Cは bestf(ci)ではないが, Best-Assignment開設された施設のうち, 最も
近い施設へ割り当てられる. 新たに施設を開設することはないので, この接続コストの
みを考えればよい.

利用者 ci ∈ C を開設施設に割り当てるとする. Best-Assignmentにおいて, ciは割り
当てられなかったので, いずれかの ci′ ∈ mates(ci)を既に (1) bestf(ci′)に割り当てた,

もしくは (2) ci′ ∈ mates(ci′′)なる他の施設 best(ci′′) ∈ F に割り当てた, のいずれかで
ある.

(2) について考えよう. 接続コスト co(ci, bestf(ci′′)) について, co(ci, bestf(ci′′)) ≤
co(ci, bestf(ci))+co(ci′ , bestf(ci))+co(ci′ , bestf(ci′′)) ≤ lb(ci)+ lb(ci)+ lb(ci′′) ≤ 3 ·OPT

が成り立つ. (図 4.1 参照.) (1)の場合も同様に, co(ci, bestf(ci′)) ≤ 3 ·OPT が成り立つ.

最後に, フラグに関する正当性について考えよう. ci ∈ C の Best-Assignmentでは,

flag(bestf(ci))が offの場合のみ ciの bestf(ci)への割当を試みる. flag(bestf(ci))が on
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Algorithm 6 Best-or-Rest-without-Sort(C,F, r)

for ci ∈ C do

lb(ci), bestf(ci), mates(ci)を計算する
end for

for f ∈ F do

flag(f)を offとする
end for

for ci ∈ C do

if flag(bestf(ci))が off then

if mates(ci)中のすべての利用者がまだ割り当てられていない then

/* ciのベスト施設が未開設かつ ciのメイトがすべて未割り当て */

flag(bestf(ci))を onにする
bestf(ci)を開設する
ciを bestf(ci)に割り当てる
for cj ∈ mates(ci) do

cjを bestf(ci)に割り当てる /* Best-Assignment */

end for

else

/* ciのベスト施設が未開設または ciのメイトのいずれかが割り当て済み */

flag(bestf(ci))を onにする /* mates(ci)のいずれかの利用者が
割り当て済みなので, 以降 bestf(ci)の開設は試みない */

end if

else

/* flag(bestf(ci))が on */

end if

end for

for まだ割り当てられていない ci ∈ C do

ciを ciに最も近い開設施設に割り当てる /* Rest-Assignment */

end for
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ならば, 既に, ある利用者 ci′ ∈ Cが bestf(ci)に ci′のメイトである他の r− 1人の利用者
と共に割当を試みている. したがって, ciの Best-Assignmentでは, mates(ci)が既に割
り当て済みかどうかを調べなくてよい.

したがって, Best-or-Rest-without-Sortは正しく動き, すべての利用者 ci ∈ C の開設
施設への接続コストは高々3 ·OPT である. 2

図 4.1: Rest-Assignmentにおける接続コストの 3近似性

次に, 提案したBest-or-Rest-without-Sortの計算時間がO(mn)であることを示す. 一
方, ArmonのBest-or-Restの計算時間はO(mn+ rn+ n log n)である.

補題 4.2. Best-or-Rest-without-Sortの計算時間はO(mn)である.

証明. 選択アルゴリズム [8]を用いることで, 各施設 fj ∈ F に対して, cr(fj)をそれぞ
れ O(n)時間で計算できる. cr(fj)を用いてN(fj)をそれぞれ O(n)時間で計算できる.

この処理に合計O(mn)時間かかる. 各利用者 ci ∈ Cに対して, 各 fj について cr(fj)と
N r(fj)が計算済みのとき, lb(ci), bestf(ci), mates(ci)を計算するのにO(m)時間かかる.

よって, 合計O(mn)時間かかる.

Best-Assignmentでは,各利用者に対してフラグ flag(bestf(ci))がoffであるかをチェッ
クする. もしフラグがoffならばmates(ci)の r−1人が既に割り当て済みかどうかをチェッ
クする. フラグを先にチェックするため, 各施設 fj ∈ F ごとに r − 1人のチェックは高々
1回しか行わない. よって, Best-AssignmentにはO(rm + n)時間かかる. r > nならば
自明に解なしであるため, r ≤ nであることに注意する.

Rest-Assignmentでは, 各未割り当てな利用者に対して, 最も近い開設施設をO(m)時
間で計算する. よって, Rest-Assignmentには合計O(mn)時間かかる.

2

補題 4.1, 4.2より次の定理が成り立つ.
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定理 4.3. r-gathering問題をO(mn)時間で解く 3近似アルゴリズムがある.

4.2 r-gathering with h-outlier問題を解く3近似アルゴ
リズム

Best-or-Rest-without-Sortを少し改良すると r-gathering with h-outlier問題を解く 3

近似アルゴリズムになる. (Best-or-Rest[7]も少しの改良で r-gathering with h-outlier問
題を解く 3近似アルゴリズムになる.)

各利用者 ci ∈ Cについて lb(ci), bestf(ci), mates(ci)を計算した後, lb(ci)のうち, n−h

番目に大きい値 lbhを計算する. 少なくとも n − h人の利用者を開設施設に割り当てな
ければならないので, lbh ≤ OPT である. (lbh < lb(ci)であるような ci ∈ C について,

lb(ci) ≤ OPT は自明ではないことに注意する.)

次に, lb(ci) ≥ lbhであるような利用者 ci ∈ Cの集合をC ′とし, CからC ′を取り除い
た集合C \ C ′を計算する. |C ′|のサイズは hであり, |C \ C ′|のサイズは n− hである.

C \C ′に対してBest-or-Rest-without-Sortのアルゴリズムを実行するとこの問題の近
似解が得られる.

正当性について説明する. ci ∈ C \ C ′の Best-Assignmentにおいて, mates(ci)中に
ci′ ∈ C ′であるような利用者 ci′がいないことを示せばよい.

ci′′ ∈ mates(ci)ならば lb(ci′′) ≤ lb(ci)であるため, ci ∈ C \ C ′かつ ci′′ ∈ mates(ci)な
らば ci′′ ∈ C \C ′であり, 矛盾である. よって, ci ∈ C \C ′のmates(ci)に利用者 ci′ ∈ C ′

は含まれない.

したがって, 次の定理が成り立つ.

定理 4.4. r-gathering with h-outlier問題を O(mn)時間で解く 3近似アルゴリズムが
ある.
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第5章 円周上のdisperison問題を解く
アルゴリズム

n点の集合 P , P の 2点間の距離 d : P × P → R, 整数 kが与えられたとき, 指定され
たコストを最大化するような k個の点集合 S ⊂ P を求める問題を dispersion問題とい
う. 指定するコストにより様々な問題が知られている [15, 16, 20, 23].

P が平面上の点集合とみなせるとき dispersion問題はNP困難である [20, 23]. P が直
線上の点集合とみなせるとき, dipsersion問題を解く動的計画法によるO(n log n + kn)

時間アルゴリズム [20]が知られている. また, パス分割問題へ帰着してこれを行列探索
法 [13]で解くことにより, O(n)時間で解くこともできる. これを拡張して, P が円周上
の点集合とみなせるときもO(n)時間で解くことができる [22]. しかし, P が円周上の点
集合とみなせるときの dispersion問題を解くO(n)時間アルゴリズム [22] はとても複雑
であり, 実装が難しい.

本節では, P が円周上の点集合とみなせるときの, k = 3のときの dispersion問題を解
く単純なO(n)時間アルゴリズムを与える.

S中の最も近い 2点間の距離minp,q∈S{d(p, q)}を集合 S ⊂ P のコスト cost(S)とする.

このminp,q∈S{d(p, q)}が最大の S ⊂ P を求める問題を dispersion問題 (k-dispersion問
題)という.

5.1 円周上の3-dispersion問題を解くアルゴリズム
本節ではP = {p1, p2, . . . , pn}が円周上の点集合とみなせるときの 3-dispersion問題を
解くO(n)時間アルゴリズムを与える. ここで, p1, p2, . . .は円周上に時計回りに現れると
する.

S ⊂ P (|S| = 3)中の最も近い 2点間の (円弧の)距離minp,q∈S{d(p, q)} を Sのコスト
cost(S)とする.

いくつかの定義を行う. pi ∈ P が与えられたとき, 点 pℓi , p
r
i を pi, p

ℓ
i , p

r
i が円周上の正

三角形の角であるような点と定義する.

中心角が 120◦の piと pℓi 間の円弧をAℓ = (pi, p
ℓ
i)とし, 中心角が 120◦の pℓi と pri 間の

(開)円弧をAt = (pℓi , p
r
i ), 中心角が 120◦の pri と pi間の円弧をAr = (pri , pi)とする. (図
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5.1参照.)

図 5.1: Aℓ, At, Arの図.

piを基準に, pℓ ∈ Aℓかつ pr ∈ Arである集合 S = {pi, pℓ, pr}をType-LRと定義する.

同様に, piを基準に, pℓ ∈ Aℓかつ pr ∈ Aℓである Sを Type-LLと定義し, piを基準に,

pℓ ∈ Arかつ pr ∈ ArであるSをType-RR, piを基準に, pℓ ∈ Aℓかつ pr ∈ AtであるSを
Type-LT, piを基準に, pℓ ∈ Atかつ pr ∈ Arである SをType-TR, piを基準に, pℓ ∈ At

かつ pr ∈ Atである SをType-TTと定義する.

次の補題が成り立つ.

補題.5.1. P が円周上の点集合とみなせるとき, 3-dispersion問題の最適解 Sはある点
pi ∈ Sを基準にしたType-LRまたはType-TTである.

証明. S = {pi, pℓ, pr}とし, piを基準として pℓと prは円周上に時計回りで現れるとする.

もし Sが piを基準としたType-LLならば, Sは pℓを基準としたType-LRである. (図
5.2参照.) もし Sが piを基準としたType-RRならば, Sは prを基準としたType-LRで
ある. (図 5.2と同様.) もし Sが piを基準とした Type-LTならば, (1) pℓと pr間の円弧
の中心角が 120◦未満であり, Sは pℓを基準としたType-LRである, (図 5.3参照.) また
は (2) pℓと pr間の円弧の中心角が 120◦以上であり, Sは prを基準としたType-TTであ
る. (図 5.4参照.) もし Sが piを基準としたType-TRならば, (1) pℓと pr間の円弧の中
心角が 120◦未満であり, Sは prを基準としたType-LRである, (図 5.3と同様.) または
(2) pℓと pr間の円弧の中心角が 120◦以上であり, Sは pℓを基準としたType-TTである.

(図 5.3と同様.) 2
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図 5.2: piを基準とした SがType-LLの例.

図 5.3: piを基準とした Sが
Type-LTで (1) pℓと pr間の
円弧の中心角が 120◦未満の例.

図 5.4: piを基準とした Sが
Type-LTで (2) pℓと pr間の
円弧の中心角が 120◦以上の例.

補題 5.2. (a) もし解S = {pi, pℓ, pr}が piを基準としたType-TTならば, 時計回りに pℓi
の次の P の点が pℓであり, 反時計回りに pri の次の P の点が prである.

(b) もし解 S = {pi, pℓ, pr}が piを基準とした Type-LRならば, 反時計回りに pℓi の次
の P の点が pℓであり, 時計回りに pri の次の P の点が prである.

証明. (a) S は Type-TTなので, min{d(pi, pℓ), d(pℓ, pr), d(pr, pi)} = d(pℓ, pr)である.

よって, d(pℓ, pr)が最大となるように Sを選択すると, Sは最大コストとなる.

(b) SはType-LRなので,min{d(pi, pℓ), d(pℓ, pr), d(pr, pi)} ̸= d(pℓ, pr)である. よって,

d(pi, pℓ)と d(pi, pr)が最大となるように Sを選択すると, Sは最大コストとなる. 2

各 pi ∈ P について, 時計回りに pℓi の次の P の点を計算する. この計算にかかる時間
はO(n)である. 同様に, 各 pi ∈ P について, 反時計回りに pri の次の P の点を計算する.
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この計算にかかる時間はO(n)である. これらを前処理として実行する.

前処理より, 各 pi ∈ P について, O(1)時間で (1) コスト cost(S)が最大である piを基
準としたType-LRの S, (2) コスト cost(S)が最大である piを基準としたType-TTの S

を計算し, コストが大きい方を選択できる.

したがって, 次の定理が成り立つ.

定理 5.3. P を円周上の点集合とみなせるとき, 3-dispersion問題を解くO(n)時間アル
ゴリズムがある.
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第6章 直線上のPcS-dispersion問題を
解くアルゴリズム

dispersion問題は指定するコストにより様々な問題が知られている [15, 16, 20, 23].

本章では, 文献 [15, 16]中のいくつかの問題について考える. n点の集合P , P の 2点間
の距離 d : P × P → R, 整数 kが与えられたとき, 各点 u ∈ Sから最も近い S中の他の c

点への距離の和を点 uのコスト costPcS(u)とし, これらの最小値minu∈S{costPcS(u)}を
集合 S ⊂ P のコスト costPcS(S)とする. このminu∈S{costPcS(u)}が最大の S ⊂ P を求
める問題を partial c sum dispersion問題 (PcS-dispersion問題)という.

6.1 直線上のP2S-dispersion問題
本節では P = {p1, p2, . . . , pn}が水平直線上の点集合とみなせるときの partail 2 sum

dispersion問題を解くアルゴリズムを 2つ与える. ここで p1, p2, . . .は水平線上に左から
右に順に現れるとする. 1つ目は動的計画法によるO(kn2 log n)時間アルゴリズムであ
る. 2つ目は行列探索法 [12]によるO(n log n)時間アルゴリズムである.

6.1.1 動的計画法によるアルゴリズム

部分問題 P2S(h, i; k)を定義する.

Piを P の部分集合 {p1, p2, . . . , pi}とする. ph ∈ Piと整数 k ≥ 3が与えられたとき,

|S| = kかつ, S の最も右側の 2つの要素が ph と pi (h < i)であるような, Pi の部分
集合 S を考える. p ∈ S の点コスト costP2S(p)は S 中の pに最も近い他の 2点への距
離の和であり, Sのコスト costP2S(S)はminp∈S{costP2S(p)}である. このとき, コスト
が最大である Sを求める問題を部分問題 P2S(h, i; k)という. また, P2S(h, i; k)の解の
コストを costP2S(h, i; k)とする. つまり, この部分問題は Sの右端の 2点が指定された
P2S-dispersion問題に相当する.

もし p1が Sに含まれないならば, S中の最も左側の点を Sから取り除き, その後 p1を
加えた集合のコストは costP2S(S)以上である. piについても同様のことがいえる. よっ
て, 部分問題 P2S(h, i; k)について, Piの両端点 p1, piを含む P2S(h, i; k)の解 Sが存在
する. 次の補題が成り立つ.
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補題 6.1. k = 3ならば, costP2S(h, i; k) = d(p1, pi)である.

証明. P2S(h, i; 3)の解は {p1, ph, pi}である. よって, {p1, ph, pi}中の点のコストはそれ
ぞれ costP2S(p1) = d(p1, ph) + d(p1, pi), costP2S(ph) = d(p1, ph) + d(ph, pi) = d(p1, pi),

costP2S(pi) = d(p1, pi) + d(ph, pi)である. {p1, ph, pi}のコストは点のコストの最小値で
あるので, costP2S(h, i; 3) = d(p1, pi)である. 2

図 6.1: P2S(h, i; 3)の点コストの例図.

costP2S(h, i; k)は Sの点 p ∈ Sのコストの最小値である. したがって, costP2S(pi) >

costP2S(ph)が常に成り立つため, costP2S(h, i; k)を計算するとき, piの点コストcostP2S(pi)

を求めなくてよい.

補題 6.2. k ≥ 4ならば, costP2S(h, i; k) = maxh′=k−2,k−1,...,h−1min{costP2S(h
′, h; k −

1), d(ph′ , pi)} が成り立つ.

証明. SP (h, i; k)の解を Sとし, ph′ を S中の左から 3番目の点とする. |S| = kより,

h′ ≥ k − 2が成り立つ.

点 px ∈ Sにおいて costP2S(h, i; k) = costP2S(px)が成り立つとする. 次の 3つの場合
がある.

Case 1: x < h.

costP2S(px) = costP2S(h
′, h; k − 1)が成り立ち, costP2S(px) ≤ costP2S(ph) ≤ d(ph′ , pi)

が成り立つ. したがって, costP2S(px) = min{costP2S(h
′, h; k− 1), d(ph′ , pi)}が成り立つ.

(図 6.2参照.)

Case 2: x = h.

更に 2つの場合がある. ph′′を Sの左から 4番目の点とする.

もし costP2S(px) = d(ph′ , ph) + d(ph′′ + ph)ならば, costP2S(px) = d(ph′ , ph) + d(ph′′ +

ph) > costP2S(ph′)が成り立つ. これは, costP2S(h, i; k) = costP2S(px)に矛盾する. (図
6.3参照.)
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もし costP2S(px) = d(ph′ , ph) + d(ph, pi)ならば, costP2S(px) = d(ph′ , pi) ≤ costP2S(h
′,

h; k − 1)が成り立つ. したがって, costP2S(px) = min{costP2S(h
′, h; k − 1), d(ph′ , pi)}が

成り立つ. (図 6.4参照.)

Case 3: x = i.

costP2S(ph) < costP2S(pi)より, この場合は生じない. (図 6.5参照.)

よって, 考慮すべきすべての h′に対してmin{costP2S(h
′, h; k− 1), d(ph′ , ph)}の値を計

算し, それらのうちの最大値を求めることは, costP2S(h, i; k)を求めることと同値である.

2

図 6.2: Case 1の例.

図 6.3: Case 2で costP2S(px) = d(ph′ , ph) + d(ph′′ + ph)であるときの例.
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図 6.4: Case 2で costP2S(px) = d(ph′′ , ph′) + d(ph′′ + ph)であるときの例.

図 6.5: Case 3の例.

部分問題の個数は高々kn2個であり, 補題 6.2より, 各部分問題を解く計算時間はO(n)

である.

P2S-dispersion問題を解くアルゴリズム Find-P2S-dispersionを示す.

したがって, 次の定理が成り立つ.

定理 6.3. P2S-dispersion問題を解O(kn3)時間アルゴリズムがある.

部分問題にコストについて, 次の補題が成り立つ.

補題 6.4. costP2S(h
′, h; k − 1)は h′に対して単調非減少である.

証明. 単調非減少でないと仮定する. hL < hRであるような, P 中の点 phL
と phR

におい
て, costP2S(hL, h; k− 1) > costP2S(hR, h; k− 1)が成り立つ. ここで, costP2S(h

′, h; k− 1)

はminp∈S{costP2S(p)}であることに注意する.

P2S(hL, h; k − 1)の解を SLとし, SLから phL
を取り除き, phR

を加えた集合を S ′と
する.
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Algorithm 7 Find-P2S-dispersion(P, k)

/* P (h, i; 3)を計算 */ /* Case k = 3 */
for i = 3, 4, . . . , n do

for h = 2, 3, . . . , i− 1 do
costP2S(h, i; 3) = d(p1, pi)

end for
end for
/* P (h, i; k)を計算 */ /* Case k > 4 */
for k′ = 4, 5, . . . , k do

for i = k′, k′ + 1, . . . , n do
for h = k′ − 1, k′, . . . , i− 1 do

costP2S(h, i; k
′) = 0

/* 最大コストを計算 */
for h′ = k′ − 2, k′ − 1, . . . , h− 1 do

if costP2S(h, i; k) > max{costP2S(h, i; k
′),min{costP2S(h

′, h; k′ − 1), d(ph′ , pi)}}
then

costP2S(h, i; k) = max{costP2S(h, i; k
′),min{costP2S(h

′, h; k′ − 1), d(ph′ , pi)}}
/* P (h, i; k′)の解の右から 3番目の点 3rm(h, i; k′)を ph′ とする */
3rm(h, i; k′) = h′

end if
end for

end for
end for

end for
/* 最適コストを計算 */
cost = 0
i1 = 1, ik = n
for h = k − 1, k, . . . , n− 1 do

if costP2S(h, n; k) > cost then
cost = costP2S(h, n; k)
/* 解の右から 2番目の点を phとする */
ik−1 = h

end if
end for
/* 最適解を計算 */
for h = k − 1, k, . . . , n− 1 do

ik′ = 3rm(ik′+1, ik′+2; k
′ + 2)

end for

return S = {pi1 , pi2 , . . . , pik}

47



SL中の phL
の左隣の点を pxとし, その Pxの左隣の点を pyとする.

SL中の点 pxのコスト costP2S(px)は, S ′中の点 pxのコスト costP2S(px)以下である. ま
た, SL中の点 pyのコスト costP2S(py)は, S ′中の点 pyのコスト costP2S(px)以下である.

SL中の点 phL
のコスト costP2S(phL

)はmin{d(px, ph), d(py, phL
) + d(px, phL

)}である.

また, S ′中の点 phR
のコスト costP2S(phR

)はmin{d(px, ph), d(py, phR
) + d(px, phR

)}であ
る. y < xより, d(py, phL

) + d(px, phL
) < d(py, phR

) + d(px, phR
)が成り立つ.

よって, SL中の点 phL
のコスト costP2S(phL

)は, S ′中の点 phL
のコスト costP2S(phL

)

以下である.

したがって, costP2S(hL, h; k − 1) ≤ minp∈SL
{costP2S(p)} ≤ minp∈S′{costP2S(p)} ≤

costP2S(hR, h; k − 1)が成り立つ. これは仮定に矛盾する. 2

よって, h′の増加に対して, min{costP2S(h
′, h; k − 1), d(ph′ , pi)}は単調非減少である.

(つまり, h′の減少に対して, min{costP2S(h
′, h; k − 1), d(ph′ , pi)}は単調非増加である.)

したがって, 二分探索を log n回行うことで, min{costP2S(h
′, h; k − 1), d(ph′ , pi)}が最大

である ph′を見つけることができる. この手法により, 部分問題をO(log n)時間で解くこ
とができる.

したがって, 次の定理が成り立つ.

定理 6.5. P2S-dispersion問題を解くO(kn2 log n)時間アルゴリズムがある.

6.1.2 行列探索法によるアルゴリズム

まず, P2S-dispersion問題の判定問題を解くアルゴリズムを与える.

整数kと実数λが与えられたとき, |S| = kであり,かつSのコスト costP2S(S)がλ以上
であるようなPの部分集合Sが存在するかどうかを判定する問題を (λ, k)-P2S-dispersion

問題という.

補題 6.6. (λ, k)-P2S-dispersion問題の解がYesならば, {p1, p2, pn}は Sに含まれる.

証明. p1, pn ∈ P を含む解 Sが存在する. したがって,p2 ∈ P を含む解が存在すること
を示す.

まず, p1, pnを含み p2を含まないような, |S| = kである, (λ, k)-P2S-dispersion問題の
解 S = {p1, s2, . . . , sk−1, pn} ⊂ P を考える. またここで, S ′ = {p1, p2, s3, . . . , sk−1, pn}で
あるような部分集合を考える.

Sは (λ, k)-P2S-dispersion問題の解なので, S中の点 s2のコストは costP2S(s2) =

min{d(p1, s2) + d(s2, s3), d(s2, s3) + d(s2, s4)} = min{d(p1, s3), d(s2, s3) + d(s2, s4)} ≥
λである. S ′ 中の点 p2 のコストは costP2S(p2) = min{d(p1, s2) + d(p2, s3), d(p2, s3) +

d(p2, s4)} = min{d(p1, s3), d(p2, s3) + d(p2, s4)}である.
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d(p2, s3) + d(p2, s4) ≥ d(s2, s3) + d(s2, s4)より, costP2S(p2) ≥ costP2S(s2) ≥ λが成り
立つ. したがって, costP2S(S

′) ≥ λであり, p2を含む解が存在する. 2

(λ, k)-P2S-dispersion問題を解くアルゴリズムDecide-P2S-dispersionを示す. 次の補
題が成り立つ.

Algorithm 8 Decide-P2S-dispersion(P, k, λ)
s1 = p1, s2 = p2
c = 3

for i = 3, 4, . . . , n do

if d(sc−2, p1) ≥ λ then

sc = pi
c = c+ 1

end if

end for

if c > k then

return Yes

else

return No

end if

補題 6.7. |S| = kであり, かつ Sのコスト costP2S(S)が λ以上であるような P の部分
集合 Sが存在するかどうかをアルゴリズム (λ, k)-P2S-dispersionは正しく判定する.

証明. 背理法で証明する. |S ′| = kかつ costS′ ≥ λであるような S ′ = {s′1, s′2, . . . , s′k} ⊂
P が存在するが, アルゴリズムはNOを返すとする.

アルゴリズムが選択した点集合を S = {s1, s2, . . .}とする. このとき, p1と p2は Sに
含まれている. 補題 5.7より, s′1 = p1と s′2 = p2が成り立つ.

ここで, 点 s ∈ P の座標値を x(s)とする. x(sj) > x(s′j)である最小の添字を jとする.

(そのような jが存在しないならばアルゴリズムはYesを返すため, 矛盾である.) このと
き, x(sj−1) ≤ x(s′j−1)と x(sj−2) ≤ x(s′j−2)が成り立つ.

2つの場合がある.

S ′ 中の点 s′j−1 のコスト costP2S(s
′
j−1)が d(s′j−2, s

′
j)ならば, λ ≤ d(s′j−2, s

′
j)と λ ≤

d(sj−2, sj)が成り立つ. このとき, アルゴリズムは s′jかそれより左側の点を選択できた.

これは, アルゴリズムが sjを選択したことに矛盾する.

S ′中の点 s′j−1のコスト costP2S(s
′
j−1)が d(s′j−2, s

′
j)でないならば, s′j−1の近くの 2点は,

s′j−3と s′j−2の組, または s′jと s′j+1の組である. どちらの組だとしても, costP2S(s
′
j−1) <
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d(s′j−2, s
′
j)が成り立つ. したがって, λ ≤ costP2S(s

′
j−1) < d(s′j−2, s

′
j)が成り立つ. よって,

この場合もアルゴリズムが sjを選択したことに矛盾する. 2

定理 6.8. (λ, k)-P2S-dispersion問題を解くO(n)時間アルゴリズムがある.

3.3節のように行列探索法 [13]を用いることで, (λ, k)-P2S-dispersion問題をO(log n)

回解くことで, P2S-dispersion問題を解くことができる. したがって, 次の定理が成り
立つ.

定理 6.9. P2S-dispersion問題を解くO(n log n)時間アルゴリズムがある.

6.2 直線上のPcS-dispersion問題を解くアルゴリズム
本節では, P が直線上の点集合とみなせるときの PcS-dispersion問題を解くアルゴリ
ズムを与える. このアルゴリズムは動的計画法に基づく.

部分問題を定義する.

phc−1 , phc−1 , . . . , ph1 ∈ Piと整数 k ≥ c + 1が与えられたとき, |S| = kかつ, Sの最も
右側の c個の要素が phc−1 , phc−1 , . . . , ph1 と pi (hc−1 < hc−2 < · · · < h1 < i) であるよう
な, Piの部分集合 Sを考える. このとき, コストが最大である Sを求める問題を部分問
題 PcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k)という. また,PcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k)の解のコストを
costPcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k)とする. つまり, この部分問題は Sの右端の c点が指定さ
れた PcS-dispersion問題に相当する.

ある部分集合の点 px ∈ Sについて, costPcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k) = costPcS(px)とす
る. このとき, 次の 2つの補題が成り立つ.

補題 6.10. S中の pxに近い左側の ⌈c/2⌉点と pxに近い右側の ⌊c/2⌋点のそれぞれから,

pxまでの距離の和を c(px)とする. このとき, costPcS(px) = c(px)が成り立つ.

証明. costPcS(px) = c(px)が成り立たないと仮定する.

ある整数 g ̸= 0に対して, S 中の px に近い左側の ⌈c/2⌉ + g 点と px に近い右側の
⌊c/2⌋ − g点のそれぞれから, pxまでの距離の和が costPcS(px)である場合を考えよう.

まず, cが偶数であるときを考える. S 中の pxの左隣の点を pLとし, pxの右隣の点
を pL とする. g > 0ならば, costPcS(px) > costPcS(pL)が成り立ち, g < 0ならば,

costPcS(px) > costPcS(pR)が成り立つ. よって, これは矛盾である.

次に, cが奇数であるときを考える. S中の pyに近い左側の ⌊c/2⌋点と pyに近い右側の
⌈c/2⌉点のそれぞれから, pyまでの距離の和を c(py)とする. cが奇数ならば, c(px) = c(py)

が成り立つことに注意する. 後は奇数の場合と同様に, 矛盾を示すことができる. 2

補題 6.11. S中の右側の ⌈c/2⌉点の中に pxは含まれない.
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証明. 補題 6.10より明らか. 2

補題 6.11より, 点 p ∈ Sの costPcS(p)が最小である costPcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k)を
計算するとき, 右側の ⌈c/2⌉点について省略できる.

補題 6.6に見られるように, PcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k)の解 Sに p1が含まれる. 次の
3つの補題が成り立つ.

補題 6.12. {p1, phc−1 , phc−2 , . . . , ph1 , pi}中の, 左から ⌊c/2⌋+1番目の点を pyとする. こ
のとき, k = c+ 1ならば, costPcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k) = c(py)が成り立つ.

証明. 補題 6.1と同様. S = {p1} ∪ {phc−1 , phc−2 , . . . , ph1 , pi}である. ここで, |S| = c+1

より, 補題 5.11から, costPcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k) = c(py)が成り立つ. 2

補題 6.13. cが偶数ならば, costPcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k) = maxh′=k−c,k−c+1,···,hc−1−1

min{costPcS(h
′, hc−1, hc−2, . . . , h1; k − 1), c(phc/2

)}が成り立つ.

証明. costPcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k)の解を S とし, S 中の右端から c + 1番目の点を
ph′とする.

|S| = kより, h′ ≥ k−cが成り立つ. S中のある点 pxにおいて, costPcS(hc−1, hc−2, . . . ,

h1, i; k) = costPcS(px)と仮定する. 次の 3つの場合がある. このとき, S中の点 phc/2
の右

側には点が c/2個あることに注意する.

Case 1: x < hc/2

ここで, costPcS(px) = costPcS(h
′, hc−1, hc−2, . . . , h1; k − 1)と costPcS(px) ≤

costPcS(phc/2
) ≤ c(phc/2

)が成り立つ. よって, costPcS(px) = min{costPcS(h
′, hc−1, hc−2,

. . . , h1; k − 1), c(phc/2
)} が成り立つ.

Case 2: x = hc/2

ここで, costPcS(px) = c(phc/2
) ≤ costPcS(h

′, hc−1, hc−2, . . . , h1; k−1) が成り立つ. よっ
て, costPcS(px) = min{costPcS(h

′, hc−1, hc−2, . . . , h1; k − 1), c(phc/2
)} が成り立つ.

Case 3: x > hc/2

補題 6.11より, この場合は起こりえない. 2

補題 6.14. cが奇数ならば, costPcS(hc−1, hc−2, . . . , h1, i; k) = maxh′=k−c,k−c+1,···,hc−1−1

min{costPcS(h
′, hc−1, hc−2, . . . , h1; k − 1), c(ph⌊c/2⌋)}が成り立つ.

証明. 補題 6.13と同様. 2
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cを定数とすると, c(p)はO(1)時間で計算できる. 部分問題の個数は高々knc個であり,

1つの部分問題を解くのにO(n)時間かかる. したがって, O(knc+1)時間でPcS-dispersion

問題を解くことができる.

定理 6.15. PcS-dispersion問題を解くO(knc+1)時間アルゴリズムがある.
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第7章 結論

一般的な r-gathering問題はNP困難であり, これを解く多項式時間アルゴリズムの設
計は困難である. そこで, 多項式時間で解くことのできるクラスの解明や, 近似アルゴリ
ズムの設計が望まれる. 本文では, r-gatheirng問題および関連する問題を解く様々なア
ルゴリズムを設計した.

利用者の集合や施設の集合が直線上の点集合とみなせるとき, r-gathering問題やそれ
と関連する問題を解く多項式時間アルゴリズムを設計した.

多項式時間アルゴリズムの設計できるクラスについて解明するため, 直線上の点集合
より一般的なクラスの問題を多項式時間で解くことができるか検討したい. 例えば, 利
用者の集合や施設の集合が木グラフ上の点集合とみなせるときに, r-gathering問題や関
連する問題を多項式時間で解くアルゴリズムを設計したい.

一方, 既存の近似アルゴリズムより高速な近似アルゴリズムも設計した. 近似比の改
善やより高速な近似アルゴリズムを設計したい.

本研究で設計した複数のアルゴリズムは, 行列探索法を用いているが, 行列探索法の
実装は非常に複雑である. そこで, より単純で実装が容易なアルゴリズムを設計したい.

本文では, 各開設施設に少なくとも r人以上の利用者がいるような割当について考え
た. さらに, 各開設施設に r人以上 q人以下の利用者がいるというような制限を加えた
割当は, 自然な広い応用が期待される. このような割当に関する各種の問題についても
考えてみたい.
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